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pre Ay . .
Il Leonhard Euler (Basilea, Suiza; 15 de

abril de 1707-San Petersburgo, Imperio

ruso; 18 de septiembre de 1783), fue
un matematico y fisico suizo. Se trata del
principal matematico del siglo XVIIl y uno de
los mas grandes y prolificos de todos los

tiempos.

El Interées de Euler en la teoria de

numeros procede de la influencia de Christian
Goldbach, amigo suyo durante su estancia en la
Academia de San Petersburgo. Gran parte de los
primeros trabajos de Euler en teoria de numeros
'se basan en los trabajos de Pierre de Fermat.
Euler desarrollo algunas de las ideas de este
natematico francés pero descartd también

lgunas de sus conjeturas.
'

3
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Johann Carl Friedrich Gauss

Braunschweig, 30 de
abril de 1777-Gotinga, 23 de
febrero de 1855

Fue un  matematico, astronomo,
y  fisico aleman que contribuyd
significativamente en muchos ambitos,
Incluida la teoria de numeros, el analisis
matematico, l|la geometria diferencial,
la estadistica, el algebra, la geodesia,
el magnetismo y la optica. Considerado ya
en vida como principe de los matematicos.

Gauss ha tenido una influencia notable en muchos campos de la matematica y
de la ciencia. Fue de los primeros en extender el concepto de divisibilidad a
ptros conjuntos ademas de los numeros enteros.
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DIVISIBILIDAD

Es parte de la teoria de los numeros gque estudia, principalmente, las
condiciones que debe tener un numero para ser dividido por otro.
También nos permite determinar el residuo que se obtiene al dividir dos
cantidades enteras, sin necesidad de efectuar la operacion.

Ejemplos:

Si 2 divide a mnpgq ,significa que mnpq es par

Si 5 divide a ab(b — 3), significaqueb =3 o b =8.

SIi mnp34 se divide entre 5, el residuo sera 4.

.\\
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DIVISIBILIDAD

Se dice que el nimero entero A es divisible por el nimero entero B,
diferente de cero, si existe un nimero entero k, tal que A = B .k, es decir
la division de A entre B es exacta.

A |B Notacién: Interpretacion:

— k Bl A A es divisible por B B divide a 4
A=B X k A=B A esmultiplode B B esdivisorde 4

B divisor » A=B4=) A=B .k » A es divisible entre B

k Cociente

. : 3
Ejemplos: 54=6 x9 e 54 =6 B se denomina

15=3 x5 4= 15 = 3 MODULO

Observacion: El numero entero positivo a > 1 es primo, si sus unicos divisores positivos

son el 1y el mismo numero.
LY
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CONJUNTO DE LOS MULTIPLOS DE UN NUMERO

OBSERVACIONES:
5 , —10,; —-15; -20; —-25; ---
A=sxk=254 0 1.-,E_I conjunto de los
multiplos de un
~.5 ,10;15;20;25; - numero tiene infinitos
elementos.
.
—-9,;,-18;,-27,;,—-36,—45; -
$A =9xk=94 0 2.- El cero es multiplo
9:18:27:36:45: --- de todos los numeros
. excepto de sl mismo.
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J/ APLICACION O1

' ¢ Cuantos numeros impares de tres cifras, son multiplos de 77?

RESOLUCION
Los nimeros son de la forma: N = 7 » N=7k |,k €Z

100<N<1000

100 <7k <1000
14,28 ... < k < 142,85 ...

» k =15;17;19; --- ; 141 (son 64 valores)

Respuesta: 64
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'Aplicacién 2

© ¢;Cuantos numeros naturales multiplos de 6 tienen 6
cifras y terminan en la cifra 6 ?

Considérando los valores de k, tal
que al multiplicar por 6, el
producto termine en 6.

Resolucién

Sea: N = 6 = 6k

100000 <N <999999

- reemplazando
L 100 000 < 6k < 999 999

\

K=16671;16 681;...;166 661 [> 15 000

También: - 1

K =16676;16 686;...; 166 666 [> 15000 _
Total 30 000
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IR [CANTIDAD DE MULTIPLOS DE UN NUMER® EN
LOS N PRIMEROS NATURALES

Sea el conjunto de los | Sean 1:2-3:4-  -320-321
‘ primeros N naturales: . 201 e
~ »—=45,85» y q

1;2;3;4;...;(N—1); N I 7 son multiplos de 7.
El?tonces la cantldz,;\ld_ Ide | 3 321 =35 . Hay 35 numeros que
| gumeros bCJ(_ue el mt'j' tc'jp 0S | J son multiplos de 9.
. de a se obtiene a partir de: A o
N | Los numeros que son 3 perono 5
— =Nn,.. 321
Luego, hay n nimeros que | Hay 86 numeros que
son multiplos de a. 107 — 21 =86 son multiplos de 3 pero
\ I no son multiplos de 5.
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J APLICACION 03

De los 1500 primeros numeros naturales, ¢cuantos son
multiplos de 3 6 20 pero no de 607

RESOLUCION
Sabemos: 3 B) — 2292 = 500 20»%_ 75 60 Wy 1500 _
Graficamente:
3 (500) 20 . o
(75) Hay 525 numeros que son multiplos
de 3 0 20 pero no de 60.
475

Respuesta : 525
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p)\ | ce U - e e .
i 2 Si la divisidon es Inexacta:

%5 | nd I
! I
Division por defecto Division por exceso :
. A=B .k +r | A=B(k+1)-r, :
[
A=B k+r \ A=B.(k+1)-r, :
o | o ]
A=B+T A:B—r ° o
| ¢ 113+8=13-5
28| 3 | 28 | 3 By o
1 9 I 2 10 :7—3=7+4
[
o o I o °
28=3+1 | 28 =3 —2 114—9 =14 +5
’ [
1 ° °
r+r.=2=B 111+8 = 11-3
[
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PRINCIPIOS DE DIVISIBILIDAD

- Si dos numeros enteros son divisibles por cierto modulo, entonces la
suma o diferencia de ellos también sera divisible por dicho modulo.

Consideremos dos numeros Ay B que son divisibles por C

A=C 4= A=Ck

o

Sumando 4 | g — . (k, + k;) ® A+B=C

ambas

B=C 4= B=Ck 25 +30 = 55

o o o

5 5 5

Todo numero entero es divisible por los factores primos que lo
forman y por las combinaciones de ellos.

o o

18= 322 ) 18=2 18=3 18=6 18=9  18=1
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OPERACIONES CON MULTIPLOS

| [ e =7 }Ejemplo: 60 — 36 = 24

-
12

102 12
Ademas: (n+a)+ n+ b)) =n
mM+a)—-—MmM+b) =n

[ (;1 + a) X (101 + b) = n + (a X b)}

\

\\ Ejemplo: (8+2)x(8+1)=8+ (2x1)

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-2



’

/' [ DIVISIBILIDAD DE UN NOMERO RESPECTO A SUBASE |

a e )
abcde ;)= < (n?) + de,
K L (”3) + %(9

Ejemplos:
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“Si un numero entero es divisible por dos o mas numeros
simultaneamente, entonces sera también divisible por el menor de los
multiplos comunes de los numeros considerados”

Ejemplo: Si: N=5 N=7 N—10[>N MCM(3; 7; 10)

En general. szg,J_rx R N =70
N=b+xx E>N MCM(a b; ¢) + x
WN=ctx J

Dado dos numeros enteros cuyo producto es multiplo de n, y si uno de
tales numeros es coprimo con n, entonces el otro numero sera multiplo

de n. ( Propiedad de Arquimedes).

Ejemplo: 3N =5 | N =
jemp >
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/' APLICACION 4

Determine el mayor niumero de 4 cifras que puede tomar el nUmero 4 si:

(o]

A=6+2y 44 =19 + 13. Dé como respuesta la suma de las cifras.

RESOLUCION

A=6+2=6k+2 .. (1) 5k= 19q + 5
44 =19 + 13 = 19q + 13 .. (2) 5k =19 + 5
De (1) y (2): 5(k—1)= 19

k=19+1= 19t+1

A=114t + 8 < 9999
A = 9926

Suma de cifras: 26

4(6k +2) = 19q + 13
24k +8 = 19q + 13

(19 + 5)k =19+5

Respuesta : 26
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" APLICACIONS

Determine el menor numero natural de 4 cifras de modo que expresado
en los sistemas de numeracion de base 3,4y 6, terminen en las cifras
22,33 y 55 respectivamente, pero escrito en base 5, termina en cero.

RESOLUCION

N= 223 =9+223=9+8 N = 144 k — 1; ademas:

N= 334 =16+3334 =16+ 15 N=-0g=5

N = --556)=36+554) =36+35 14_4_k_1:§ - k. =9

min

N=9-1, N=16—-1,; N=36-1 Nminimo=144(9)—1:1295

N = MCM(9;16;36) — 1
Respuesta : 1295

N=144 -1
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! APLICACION6

Determine el mayor numero de cuatro cifras, de modo que al ser
multiplicado por 3, sea multiplo de 4 mas 2; y al ser multiplicado por
4, sea multiplo de 13 mas 1.

RESOLUCION

Sea A el menor numero de tres cifras, tal que:

3A=4+2 $ 34A=4+2+4 §> A—2=4
44 =13 +1 44=13+1—13 A+3=13

Por la propiedad de Arguimedes:

A4 21218 » A =MCM(4;13) +10 =52+ 10 < 9999
13-3 +13

Luego, el mayor valor de A es: 192 x 52 + 10 = 9994
\ Respuesta : 9994
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APLICACION DEL BINOMIO DE NEWTON EN LA DIVISIBILIDAD

(a + b)" = (n) a™ + (111) a™1b + (121) a™ %b% + (g) a»3b3 + - + (2) b™

0

5 s 5 P

a a a a b™
Ejemplos:

[(&+ b)" =a+b" } @ +25=8+(25) =8+32 =§+8

(8 +2)5 =8

o o

&+(_b)n} (7 -3)t=7+(-3)*=7+81 =7+7+4

(@ - by

4

(7 -3)* =7+4
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// APLICACION 7

Si 2024N202> = Tamp 5, calcule m 4+ n + p

RESOLUCION

Se observa lo siguiente:

o o

2(024UNI2025 = mnpy = (3%) + mnpz) = 27 + mnp3)

Ademas: 2024UN12025 — (27 4 26)UNI2025
= (27 — 1)UN20Z5 _ g7 _ (UNIZ0Z5 — 37 _ 1

2024UN12025 — 27 4 26
Luego, expresamos 26 en base 3 » 26 = 2223 » m+n+p==6
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RESTOS POTENCIALES

Se denominan restos potenciales de cierto nUmero entero respecto a un
modulo, a los residuos obtenidos al dividir las potencias sucesivas de
dicho numero entre el modulo.

Ejemplo: Determine el resto de dividir 131°2 entre 8

Vefgr?cisé e Periodo / Definicion: \
k- L g =2 132k — 8 4 1 Sean: m €Z n €N
131=§+5J y MCD (m,n) =1, se
132 =8+1] g=2 132k+1 — g 4 & define el gaussiano de
133=8+5 | y m modulo n, como el
134 =8+ 1 ol menor entero positivo
135 =8+5 D (13152 _§ 11 “g” tal que:

13152;§+r » r=1 K m9=1°1+1/
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APLICACION 8

SI 2028%% =11+ 1, determine el mayor valor de xyz . Dé como
respuestax + y + z.

RESOLUCION

(11 + 4% = 11 + 497 - (1)
Restos potenciales :

49=11+1
41 =11 +4 A

o _ XYZ =5
4° =11+5 » Gaussiano=5 »

© XYZ maximo = 995
43=11+9
4% — 11+ 3 X+ y+z=9+9+5=23
4°=11+1

Respuesta : 23
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/ PRINCIPALES CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD EN EL
SISTEMA DECIMAL

Sea el niUmero: abcdef = a.10° + b.10* + ¢.103 +d.10% + e. 101 + f

Divisibilidad por 2 : Un numero es divisible por 2, si termina en cifra par.

abcdef = 10.abcde + f E) abcdef = 2+f E) f =2

Divisibilidad por 5: Un numero es divisible por 5, si termina en 5.

abcdef = 10.abcde + f B) abcdef =5+f B) f=5

Divisibilidad por 2™ o 5™: Un numero es divisible por 2™ o0 5™, si sus n
ultimas cifras son ceros o formen un numero que sea divisible por 2"
o 5™, respectivamente.
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Divisibilidad por 3: Un numero es divisible por 3, si la suma de sus
cifras es multiplo de 3.

' Divisibilidad por 7: RP: 1;3; 2,-1;-3;,-2; 1; 3;2; ..
abcdefgh =7+3.a+1.b—2.c—3.d—1.e+2.f+3g+1.h =7

31-2-3-1231 Y%

7
Divisibilidad por 9: Un numero es divisible por 9, si la suma de sus cifras

es multiplo de 9.

Divisibilidad por 11: RP: +1,—-1,+1,-1,+1,-1,...
abcde =11+1.a—1.b+1.c—1.d+1.e, =11
1-11-11 N]f-ol

Divisibilidad por 13: RP: 1-3-4-1341,.

| abcde fgh=13 - 3.0+ 1.b+4c+3.d- le—d.f— 39 +1.h =13

\ 31431431

\ 13
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APLICACION9

SI: xyx(x—y)(y—1) = ﬁ , determine el mayor valorde x + y.
RESOLUCION

xyx(x—y)(y — 1) = 21

3
<§

Criterio3: y—1= 3 —>

Y= Tdad 7L )

CMHb?:xyx@—yXy—Lﬁf;#— /jﬁzxtﬂ(EWtf/
312 3

1

| B 2x — 3y — 1—7 .. (2)
e(My@): | y=1, x = 2

~x+y=10
1 y=4, x =3
y=1,x=9 y=7,x=4 Respuesta : 10
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APLICACION10

Se tienen cinco numeros consecutivos de tres cifras. Se sabe gque la
' suma de los tres menores es divisible entre 7 y la suma de los tres
mayores es multiplo de 11. Calcule la suma de cifras del residuo que
se obtiene al dividir la suma de dichos mayores nimeros posibles
entre 2023.

RESOLUCION
Sean los numeros: N—2,N—1,N,N+1, N + 2

3N—3=7 == 3(N—1)=7 => N—1=7 == N=7+43

o o

| 3N+3=11== 3(N+1)=11= N+1=11 =) N =11+ 43
Luego: o
.\ N=MCM(11;7)+43 =77k + 43 <999  entonces:

“\\Mayor N =967 » 5N =2023 + 789 Respuesta : 24
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\ Criterio de divisibilidad por (n — 1) en base n

- Un namero escrito en la base n es divisible por (n — 1), si la suma de
sus cifras es multiplode (n — 1)

[abcdef(n)=(n—1)+f+e+d+c+b+a}

Demostracion: abcdef ,y = f +e.n+d.n* +c.n + b.n* + a.n’

abcdef = f+en—-1+1)+d.(n—-1+1)*+c.(n—1+1)°*+b.(n -1+ 1)*+a.(n -1+ 1)°

abcdef = f+em—-1+1)+d.(n—1+1)*+c.(n—1+1)°*+b.(n— 1+ 1)*+a.(n—1+1)°

. abcdefpy=f+n—-1+e+(n—-D*+d+(n-1>*+c+m-D*+b+(n-1)°+a

O

Entonces: abcdef )y =(m—-1)+f+e+d+c+b+a

\ i o
. Ejemplo: abcdefgy=7+f+e+d+c+b+a
\
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TR
T,

‘ Criterio de divisibilidad por (n + 1) en base n

Un ndmero escrito en la base n es divisible por (n + 1), si la suma de
cifras de orden impar menos la suma de cifras de orden par es
multiplode (n+ 1)

[abcdef(n)=(n+1)+f—e+d—c+b—a}

Demostracion: abcdef ) = f+en+d. n2+c.n3+b.n*+an

abcdef,y=f+en+1-1)+d. (n+1-1)>*+c.(n+1-1)3+b.(n+1-1)*+a.(n+1-1)°

abcdef = f+em+1-1)+d.(n+1-1)*+c(n+1-1)°*+b.(n+1-1*+ta.(n+1-1)°

. abcdefy=f+n+l-e+(n+D*+d+(n+1)> -c++D*+b+(n+1)°—-a

Entonces: abcdef )y =(n—1)+f-e+d—c+b—a

: . a o
\ Ejemplo: ghcdef =7+ f—e+d—c+b—a
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/' APLICACIONTI

Al dividir 5a0436bg, entre 9, la division resulta exacta; pero al
dividirlo entre 7, el residuo resulta 3. Calcule (a x b)

RESOLUCION

500436b@g =9 W) b-a-2=9 =) b-a=2,0 -7
+ -+ - + - +

5a0436b g =7+3

5+a+0+4+3+6+b=a+b +18 =7+3 mpa+b=6 0 13

a+ b =26 .\ . )
b_azz}b—4,a—2~axb—2x4—8

Respuesta : 8
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ECUACION DIOFANTICA

/ Es toda ecuacion con varias variables, cuyos coeficientes son numeros
- enteros y la finalidad es obtener soluciones enteras.

":” Estudio de las ecuaciones Diofanticas lineales: ax + by
' TEOREMA:

|

Sea ax + by = c ,donde a,b,ce Z y MCD(a,b) =d,donde d|c
% x + g y = % =) px+qy=r laecuacion tiene soluciones enteras

Sea (xg,Yyo) una solucion particular, luego: f
PX+qy =pxo+qyo=7 B px—x)=q¥o—y) B -

5 x=x,+qt Y=Y,-pt ¢tecT ~
Solucién General
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/Aplicacion 12

Emilio ensambla computadoras y compra teclados a 345 soles cada uno y
monitores a 555 soles, cada uno con una inversion total de 19 680 soles,
¢, Cuantos dispositivos electronicos compro, si el numero de monitores es el
maximo posible?

gum—

Resolucién ~ x =49 + 37tJ
Solucion General =
y=5 —23t

Se tiene: 345x + 555y =19 680

pero:

x =494+ 37t>0
y= 5-23t>0
El nimero de monitores es el mayor posible

t=-1 =) x =1 teclados

MCD( 345,555) = 15 ;

15 |19680, luego la ecuacion tiene
soluciones enteras

—1,48 <t <0,217

23x+ 37y =1312

(23+14)y =23+1 Wp y=23+5
y = 28 monitores

cién particular: Y,=5A x, =49

Total : 40
) [
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Aplicacién 13

Un ganadero acude a la feria regional y gasto S/ 21 800 en adquirir 27 animales
entre vacas, toros y caballos. Si las vacas los compro a S/ 400, los toros a S/ 700

y los caballos a S/ 2 000 y adquirio animales de las tres clases. ¢ Cuantos toros
compro?

A) 8 B) 10 C) 11 D) 13 E) 14
Resoluciéon: f\

Sea 3x=13+26+10
#vacas = X; #toros = y; #caballos = z

X+y+z=27 mp 72=27—-X-Y
Gasto total:

400x + 700y +2000(27 —x—y) =21 800
16x+13y =322

X =13+12

Entonces:
#vacas=x=12
#caballos=z=5

#toros =Yy =10

(aplicamos criterio 13:)

13+ 3X +13=13+10

Clave B
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PROBLEMA 92

¢,Cual es la suma de cifras del numero de 4 cifras que es igual
a 9 veces el cuadrado de la suma de sus cifras?

A)14 B)15 C)16 D)17 E)18
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PROBLEMA 94

¢, Cuantos numeros de 3 cifras son multiplos de 6 pero no son
multiplos de 97

A)90 B)100 C)120 D)130 E) 140
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PROBLEMA 97

¢, Cuantos numeros de 4 cifras diferentes multiplos de 4, se
pueden formar con las cifras 2,3,4,5,6,y 7.

A)93 B)94 C)95 D)9 E)97
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PROBLEMA 99

Determine un numero de 5 cifras sabiendo que es igual a 45
veces el producto de sus cifras. Dar como respuesta la cifra
de tercer orden del numero.

A)5 B)6 C)7 D)8 E)9
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PROBLEMA 101

Determine la suma todos los valores que toma "a", si

2929 .. 29622 3| ser dividido entre 13 (se sabe que el nimero
esta formado por 73 cifras 2 y 72 cifras 9), deja como residuo 3

A)7 B)S C)9 D)0 E)12
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PROBLEMA 105

Existen K numeros de la forma N = 1a8b2 que son multiplos
de 4y 9 alavez, el maximo valor de a + b sumado con k es

A)21 B)22 C)23 D)24 E)25
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PROBLEMA 110

Dado (7%)7 = 5 + 2, determine el maximo valor de 3 cifras
gue puede tomar a ( dar como respuesta la suma de
sus cifras)

A)23 B)24 C)25 D)26 E)27
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PROBLEMA 121

Dados 5 numeros naturales consecutivos de 2 cifras se sabe
gue la suma de los 3 menores es divisible entre 7 y la suma
de los 3 mayores es multiplo de 11. Calcule el residuo que
se obtiene al dividir la suma de dichos niumeros entre 13.

A3 B4 C5 D6 E)7
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